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CUVANT-INAINTE

Prezenta lucrare a fost conceputd in conformitate cu programa scolard in vigoare
pentru examenul de Bacalaureat, proba Matematica M2, folosindu-se notatii s1 for-
mulari adecvate.

Lucrarea se constituie intr-un ghid de pregatire continud de-a lungul anilor de
liceu si este structurata astfel:

* Clasa a [X-a — Algebra/Geometrie

® Clasa a X-a — Algebrd/Geometrie

® Clasa a XI-a — Algebra/Analizd matematica

* Clasa a XIl-a — Algebra/Analiza matematica

Fiecare temi din programa pentru Bacalaureat debuteaza cu o sectiune teoretica
cuprinzand notiuni esentiale, fiind urmata de exercitii 51 probleme. Au fost introduse
numeroase probleme de tip exemple — contraexemple, care solicita atat verificarea
unei bune asimildri a teoriei, cit $1 cunoasterea unui numdar important de probleme
standard.

Parcurgerea acestui auxiliar in mod sistematic. cu seriozitate si perseverenta, ga-
ranteazi o excelentd pregitire la disciplina Maremaricd, reusita la sustinerea exame-
nului de Bacalaureat, proba M2, cat si la admiterea in facultati si universitati.

Testele propuse, elaborate dupd modelul subiectelor date la Bacalaureat con-
form speciticatiilor s1 programei de examen in vigoare, permit verificarea stadiuhu
pregatirii.

Ultima parte a lucrarii ofera solutii la exercitiile propuse si indicatii de rezolvare.

Lucrarea poate servi ca un instrument eficient in evaluarea la clasa, pe tot parcur-
sul anilor de liceu.

Autorii, profesori cunoscuti pentru bogata lor activitate s1 pentru rezultatele ex-
ceptionale obtinute de elevii pe care acestia i-au pregitit, vi recomanda cilduros
acest auxiliar s1 va ureazi mult succes!

CLASA a IX-a

MULTIMI DE NUMERE

+ Reamintim multimile de numere:

M=1012,..,n, ..}, multimea numerelor naturale (M de la inifiala cuvantulm
naturel (fr.) = ,natural™);

Z = MU= (Z de la initiala cuvantului Zah/ (germ.) = ,numir”. Consacrarea
notatiel s-a realizat in semn de respect pentru matematicianul german C.F. Gauss.
2= {% laeZ,bel®* (a.b)=1 }H multimea numerelor rationale

() de la cuvantul guotient (fr.) = ,.cit™);

R = multimea numerelor reale (B de la initiala cuvintului »ée/ (fr.) = ,,real™).

» Karl Weierstrass introduce numerele reale ca fractii zecimale infinite.
Pentrua € Z,a, € {0,1,2,...,9}, VK €N, numdrul x = a,a,a,...a ... care
este neperiodic sau este periodic (cu perioada diferitd de 9) se numeste numdr real.

* Dacix=a,.aa,...a...51y=>5 b b ... b .. suntdoud numere reale, atunci
x=yea=-5bVEEN

* Daca g, € [N numdrul real x se numeste pozitiv §1 —x se numeste negariv.
Pentru x,y € K, vom spune ci x < y daca 3m € I astfel incit a, = b,
Ve {012, ...m— 1k a <&,

+ DacdxeR*,yeR%atuncixy <y Daciix,y €5, atuncix <y < —y <—x,unde
—Xx, —y se compari ca numere pozitive.

+ Vomspunecix<ydacax<ysaux=y.

+ Numarul @ = a,,a a,...a, este aproximarea numarului x prin lipsd cu o eroare
mai mica decit 10™.

Numdrul B = o + 107 reprezintd aproximarea numdarului x prin adaos, cu o
eroare mai mica decit 107,

- a = 1 I =1
Daca x 'll,aial...ap(ap_lap_z...awt),atun-:lx e Qs
Aty —ady..d,

99...900...0

de k ori de poon
* Daca x € (J, atunci x reprezentat ca numar zecimal este finit sau periodic.
Numerele reale neperiodice sunt numere irationale.



a) Scrieti ca fractii ordinare urmitoarele fractii zecimale: 0.(3); 0,(23); 0.12(35).
b) Scrieti ca numar zecimal fractia ordinara %

Se considera numarul real pozitiv e = 27,4139. ... . Determinati truncherile aces-
tuia de ordin 0, 1. 2, 3.

Stabiliti dacd numérul x = 0,12112111211112.. (dupa fiecare cifra de 2 numarul
de cifre de 1 creste cu o unitate fatd de grupa precedenta) este:
a) rational; b) irational.

Notam Q(+2)={a+52|a,beQ}, U\3)={a+ b3 |a,b €0}
a) Este adevirata afirmatia 3 € Q(v2)?
b) Determinati 2(~2) n Q(+/3).

Fiex € .
=x, x =0 :
a) lxi= , se numeste modulul numarului x.
x,x=0

b) [x] = max{m € Z|m = x}, adica cel mai mare numér intreg mai mic sau egal
cu x se numeste partea intreagd a lui x.

Pentru k € T are loc echivalenta: [x]=kexe[btk+ 1)

c) ix} =x — [x]. se numeste partea fractionard a numarului x.

Deducem c¢a {x} € [0,1).

Arataf ca:

a) |x|fae-—a=x=gundea ek

b) —|x|=x<|x[,VxEE;

¢) |x|20VxeR;|x-y|=|x|:|¥|.¥xyeER, ||Ix|-MI=|x—y| =lx|+ |y|.¥Y xyER
Determinati: @ = -3|, =17, ¢ =1 ++2 = 3|, d=[1 + 2 — +/10|.

Pentru diferite valori reale ale variabilelor, explicitati:

a) la+ bl —|bl; €} 1x1— Ix3;

b) [ — 1I; d) a—a—ail.
Determinafi toate numerele reale x pentru care au loe:

a) x—3[=8 d) x—1l+kk-2/=1
b) Ix—31<8 e) x—1l+lk+1l<2.
¢) x+4l<2

Unde este greseala in urmitoarea ,,demonstratie™?
JFiex=y Atneci:x*=xy, x> —y?=xy—1% (x —p)lx+y)=ylx -y}, x +y=y,
y=y,2=1"

10. Calculati [x] si respectiv {x} pentru numerele:

a) x=10,2; b)x=m: )x=-m d)x=1++2: €) 0,(9).

11. Rezolvati in E ecuatiile:

a) [:ix— ] 7. b [%]J;l

12, Pentru oricare x € E au loc egalitatile:

a) [x]+ [x + %] = [2x] (Identitatea lui Hermite pentru n = 2);

b) {xi + {.T'l‘%} = {2x} +%.

13, a) Fiey € E. Atunci are loc identitatea Iui Hermite pentru n = 3:

1+ ]+ 3] -
9x + 10 [m 17] _ 10.

b) Rezolvati in F. ecuatia: [; = ?-] Ox + 21 C3]

14, Demonstrati:

aA) V2@ MVIeQ: oO)V2+\3e¢Q: M2+VI+V5eq.

15, Se considerdi numarul 4 = 11°*'+ 14% Cercetati care dintre afirmatii este

adevarati:
a) 4:5; by A: 10

Pentru a, 5 € X prin utilizarea proprietatilor operatiilor cu numere reale se
deduc identititile: (a+ 5)* = a*+2ab+b* (a+b) = a* +3a*b+3ab* + b,
(g + b)" pentru n € IV cu ajutorul triunghiului lui Pascal:

1 4 6 4 1

Binomul pentru »# = 2 era cunoscut inca din Antichitate. Euclid (sec. III i.Hr.) il
utilizeaza in lucrarea sa Elemente. Matematicienii chinezi din secolul al XIV-lea,
de exemplu, Ciju Si Tze (1303), sau matematicienii persani Omar Khayyam si
Al-Tusi cunosteau regula de formare a coeficientilor binomiali. De la el
au rimas dezvoltirile scrise pini la » = 8. In prima jumaitate a secolului
al XV-lea, in lucrarea Cheia aritmeticii, matematicianul si astronomul al-Kashi
utilizeaza din nou triunghiul aritmetic. Mai tarziu, a fost generalizata de catre
Blaise Pascal si Isaac Newton.

+ Formule de caleul prescurtat in R:
(atb)l=a*+2ab+b% (ath)lP=a+£3a*b+3ab>+ b

la+b+ecl=a?+h*+ci+2ab+ 2ac + 2bc.



16.

17.

18,

19.

20.

21
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Pentru a.b € K sin.k € 11", n = 2 se deduc identitatile:
an—b"=la—b)a* + a2 b+ ...+ b=+ b1},

e Lk e S S g R LR e e R O L
Simbolurile } si[]

Pentun € N*sia,,a,, ... ,a € R se definesc:

H
a,-a,+..-a=[la,
=1

Pentru f = E, oI S i ‘5:* B EilﬁE R au loc egalitatile:

K
al+a,_,+.,.+a”=§ak,
1

n

E{a*+ b&]: Eak+ Eb*, E:-a*=r- Eak
oy k1

T =
n n n n n
Ila -5=Tla -TI& 1i-2=¢-]]=
k-1 TR 1

Dezvoltati urmatoarele binoame cu ajutorul formulelor date mai sus:
a) (a+ b)Y, (a+ b)), (a+ b)) by Qx4+ 13, (Gx+2¥, (2¢4+30
¢) (a—5b), (a->b), (a—b)* d) 2x—1)3, (3x—2)¥, Qx-—-3)»

Fie k € M, n € W'. Notim cu S (m) = 1k + 2%+ . n*,
Calculati sumele: S (1), S,(n), 8,(n), 5 (n).

Pentru i € 117, calculati sumele:

a) 1+3+5+..+Q2n-1); b)1-2.3+3.4.5+...+2n—102n2n+ 1)

1 1 1

2L e R e G e 7 v

Pentru ¢ € Z\11}, caleulati produsul:
P=(1+aKl+a’1+a)1+a")-..-(1+a%),neEN.

Calculati urmatoarele produse:
M B 1 3 I n j:! aLi l
“11:1_(1 T ) b [T

Daca x,v,z € E, demonstrati identitatile:

a) (x+y+z) =x*+y2+27+ 209+ 2yz + 22x;
b) x*+y*+2 -3z =lx+y+2z)(x2+y*+ 22 —xy—yz — =x).

Calculati suma: §(n)=1*+2*+3*+ ... +n', unde n € N".

Calculat sumele:

i k | - L
% Z_]'[Ek—l}iilk—l}“ "1‘;41.;_1.

2.

25,

26.

27.

Seconsideriag, b,c e R\Qaia+b+ce Q, &+ b+ e Q, atunci are loc
echivalenta: a® + b* + c* € 0 < abc € Q.

a) Aritati cd pentru @, b, ¢ € F_are loc inegalitatea: &° + b* + ¢ = 3gbc.
xtytz

b) Aritati ci pentru oricare x,v,z € E_ are loc inegalitatea ¥ - vz < —a
a) Dacia b,c€Z,6latbhtec= 6la’+ b+

b) Dacid a,b,c € Z, 9|a + b + ¢, atunci cel putin unul dintre numerele a, b, ¢ se
divide cu 3.

Dacim €N, m=2 a. i. 2"+ | = prim, atunci existi k € 1" pentru care m = 2%

ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

Multe din axiomele, definitiile si teoremele din matematica utilizeaza cuantifi-
catorii; existential (3) san universal (V).
Sunt doud modalitati de a crea alte propozitii plecand de la cele date.
1) Transformand o propozitie p in negatia sa —p (se citeste non p):
2) Combindnd mai multe propozitii prin utilizarea conectorilor logici:
a) conjunctia (notatd A, se citeste si):
b) disjunctia (notata v, se citeste sau);
¢) implicatia (notatd —, se citeste implica):
d) echivalenta (notati «, se citeste echivalent).

P q —p PVq PArg P—>q perg
0 0 ] 0 1 1
0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0
| 1 0 1 1 1 1

28,

29,

Determinati valoarea de adevar a urmétoarelor propozitii:

a) dJxceLal2x+7=0; d) VxeR, x—2|+x—10/=8;
b)dyePaiy+7=0 e) 1739 este numdr prim;

c) VxeZ', 2=1; D a=0eR\Q.

Completati urmatoarele texte:
a) ,,Cornel sustine ci toate problemele propuse la extemporal au fost dificile.
Andrei sustine ca Bogdan nu are dreptate, decarece ..."

b) Negatia enuntului . Existd elevi ai clasei a IX-a B care besc muzica rock”
este ...

1"



= O functie f: 4 — B este injectiva daca: Vx, x, €4, x #x, = fix) #f{x).

Remarca
Prin negare obtinem:
O funchie f/: 4 — B nu este injecriva daca H.x'l ed, dr.edcu X EX, ali.

e = fixy)

Propozitie
»  Fiind data o functie /: 4 — B, au loc echivalentele:
1) feste injectivi;
2) dacix,x edcufix)=fix)—>x =x;
3) ¥ y € B ecuatia in f{x) = y are cel mult o solutie x € 4.
(Dacd A, B C E, atunci orice paralela la axa OX prin punctele y € B taie gra-
ficul fr:, in cel mult un punct.)

Propozitie
* Dacdl, LCRINL=@s/f: 1 Ul — R este o functie, atunci are loc
i |JrI este injectiva

echivalenta: feste injectivd <4 f
SN f(L)=2
* O functie f': A — B se numeste suijectiva dacd pentru oricare y € B exista
x € A pentru care y = f{x).

;, este injectiva

Astfel. putem considera echivalenta: f este surjectiva <[V y € B ecuatia in
fix) =y are cel putin o solutie x € A]. Determinarea lui x se realizeazi efectiv
sau prin utilizarea unei teoreme de tip existential.

(Dacd 4, B C E, atunci orice paraleld la axa OX prin punctele y € 5 taie gra-
ficul G, in cel pufin un punct.)

Remarca

[ A — B este surjectivd < Im /= B. Amintim cd ,,sur” in limba francezi se
traduce prin ,.pe”. Din acest motiv, acum o jumatate de secol, o functie surjec-
tivd se numea functie definitd pe 4 cu valori pe B.

+ O functie este bijectivd daca si numai dacé este injectiva si surjectiva.
Decif: 4 — Beste bijectivi< [fy€B 3l x €4 a. 1 y=fix)].

* O functie f: 4 — B este imversabild daciexistig: B— dai gof=15i
feg=1 -

48

Propozitie
+ O functie cu proprietifile precedente, dacad existd, este unica, se numeste
inversa functiei f si se noteazi g = .

Propozitie
* O functie este inversabila daca si numai daca este bijectiva.

Propozitie N

+  Pentru functiile 4 —}Bi* C'sicompusa 4 S C', au loc atirmatiile:
a) Daci fsi g sunt injective, atunci g » f este injectiva.
b) Daci fsi g sunt surjective, atunci g = feste surjectiva.
c) Daci f5i g sunt bijective, atunci g « feste bijectiva.

+  Daca fsi g sunt bijective, are loc egalitatea: (g« f) ' =f1eg™L

+  Fiind date doua multimi 4 si B spunem ca A este cardinal echivalenta cu B si
notam 4 ~ B dacé exista o functie /: 4 — B bijectiva.

*  Peclasa functiilor, relatia de cardinal echivalenta ~ este o relatie de echivalenta
(retlexiva, simetrica si tranzitiva).

» O multime 4 este finitd daca 4 = & sau, dacd 4 # &, atunci existi n € M a.l.
Al X on) In caz contrar, A se numeste infinitd.

«  Fiind dati o multime 4, definim |4| = {8 | B ~ 4} cardinalul multimii 4.

* O multime B ~ [¥ se numeste numdrabild.

+  Pentru multimile finite, cardinalele lor sunt numere naturale. Pentru multimile
infinite, cardinalele lor sunt numere transfinite.

* De exemplu: | = |Z]| = |J] = ¥ (alef 0) sunt numérabile, iar [E| = ¢, de
puterea continuului. O multime finitd sau numarabild se numeste cel mult
numdarabila.

Remarca
Meritul lui Georg Cantor este ca s-a hazardat in domeniul multimilor infi-
nite i a creat 0 NOUA teorie matematica.

Teorema Cantor-Bernstein
Se consideri doud multimi 4 si B. Daci fiecare dintre ele este cardinal echivalenti
cu 0 submultime a celeilalte, atunci multimile sunt cardinal echivalente.

Teorema lui Cantor
Dacad A este o mulfime arbitrard, atunci nu existd bijectie intre 4 s1 mulfimea
submultimilor sale P(4).

69
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Studiati injectivitatea functiilor:

a) :E—=F fil=2x+3,VxeR;

b)aA:R—-R hx)=ax+b,VxeER,a beK;

g p:E—=Epxy=ax’+tbhx+tec,Vxe€lab cek;
d) g:E-ER go=x-4x'+ 7 VxR

o

a) Daca 4 c R, f: 4 — R este strict monotond, atunci f este injectiva.
Reciproca este adevirata?

b) Studiati injectivitatea functiei /= B - R, fix)=x" +42° + 1.

¢) Daca fsi g sunt functii strict crescitoare (descrescatoare), atunci f + g este o
functie strict crescitoare (descresciitoare).

Studiati injectivitatea functiei:

i 2 2x+1,x=0 q =
E=E fin= unde @ = B.
f &= 1 +a,x>0°

. s £ : o
Se considerd functiile 4 L} B——Cad g_f} .
a) Demonstrati ¢d urméitoarele afirmatii sunt adevirate.
a ) Daca [ 51 g sunt injective, atunci g » f este injectivi.
a,) Dacid g « feste injectiva, atunci f este injectiva.

b) Este adevirata implicatia: g o finjectivd = f injectiva si g injectiva?

Fie f: A — B o functie. Demonstrafi ¢d are loc echivalenta:
feste injectivi <37 : B — A astfelincitref=1,
r se numeste refracta (inversa la stanga) a lui f; » nu este, in general, unica.

Fie f: A — B o functie. Demonstrati ¢ are loc echivalenta:

[feste surjectiva <> 35 : B — A astfel incit fes=1,.

s se numeste secfiune (inversd la dreapta) a lui f; s nu este, in general, unica.
L _ . _ _ Lx=0

Determinati @ € & pentru care functia f: & — E, floy =4 _ ik g w0 este:

a) surjectivi;

b) bijectiva. In acest caz aflati inversa /.

Se considerda mulfimile 4 = {1,2, 3} s1 B= |4, 5}.
a) Se poate construi o functie injectivd f: 4 — B?
b) Se poate construi o functie surjectivi g : B — A?
c) Cate functu injective 1 : B — 4 exista?

d) Cite functii surjective s : 4 — B exista?

Fie f: K — K o functie care verifica relatia functionala f{f(x)) = —5x + 1,
¥V x € E. Arfitati ¢a [ este bijectiva.

10. Se consideri functia f: & — &, fix)=2x + 1.

a) Ardtati ci feste injectiva.

b) Ardtati ca feste surjectiva.

c) Aratatl ca f este inversabila si calculati /.

11, Aritati ¢ functia f: . — E, fix) = x* + x + | nu este injectivd. Determinati o

restrictie injectiva a lui f.

17 y functia B o . J=x+Lx=0
. Se considerd functia f1E. — E, fix) = 59412 55 O

Aratati ca f este functie injectiva si determinati o functie r : & — E pentru care

ref=1_. Aceasta funcfie r nu este unici.

13, a) Stabiliti care dintre urméatoarele functii sunt injective:
a) f:R—=R fix)=2x+1;
2) [:RoR fix)—ax+b,abeR;
a) f:R—Rfx=Ilx—21+14-xl

b) Pentru cricare a, b, c € &, a# 0 functia f: K — E, flx)=ax*+ bx + ¢ nu este
mnjectivi. Dati exemple de restrictii ale lui f'ce sunt injective. Céte exista?

14. Aratati:

a) Functia f: K — E, fix) = 3x + 5 este surjectiva. Verificati ci preimaginea
elementului v este x = .

b) Functia f: B — E, fix) =x° + 17x — 5 este surjectivi. Preimaginea elemen-
tului y este asigurati de o teorema cunoscuta din cadrul polinoamelor ce au
coeficienti reali, pe care se cere i o enuntati.

Remarca

rea sa, ca formula, sau prin utilizarea unei teoreme de existentd, care o asiguri.

Determinarea preimaginii » a lui y se realizeaza: efectiv, adica prin determina-

15,

16,
17.

f o R L |
o Toltr 0 - N |

Aratati ¢ feste functie surjectivi si determinati o functie s : & — E pentru care
Fas=1..
Construiti o functie f: R — E pentrucare f# 1, fe f£ 1., fefef=1..

Se considera functia f*E. — E, fix) = {

Se considera functia f: [1, «c) = B, flx)=x + _,,Ll.ﬁ Yx=1.
a) Aritati ¢ feste injectiva pentru oricare B 2 [2, =).

A
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O solutie a sistemului (1) este un n-uplu (vector de dimensiune n):

(52850 +.00 8} € " care verificd toate ecuatiile sistemului.

Multimea tuturor solutiilor sistemului (1) se numeste mulfimea solutiilor.
Doud sisteme liniare sunt echivalente daci au aceeasi multime a solutiilor.
Informatii importante asupra unui sistem liniar sunt date de marricea
sistemului, respectiv matricea extinsd a sa.

MATRICE

Se considerd R una dintre multimile Z, O, B, T, m,n € 1" fixate; atunci o
functie f:{1,2, ...,m} x {1,2, ....n} = R, (i,j) = fli,)) = a, € R se numeste
matrice de tip m * n cu elemente in R. Mulfimea tuturor acestor funct se

noteazd . (R). a, . a,
Pentru sistemul (1), 4 =] ¢ se numeste mafricea sistemului si
a a
ml mn
I:]Ill I:]II.H E?:I
A=|: 5 i | se numeste marricea extinsd.
a S ]
ml mn m

Daci 4 = {au]l €.l (B, B = [bu} € M zHl.’,J??t’}., atmci 4 = B < = E’u‘
1 =i<m, | =j<n(fiind egalitate de functii).
Se introduc operafiile de adunare, inmultire cu scalari pe multimea . _ (R).

Daci 4 = {”r,-] e (R),B= {E:g} € .4 (R, atunci

A+B=(a+b )€ M (R)senumeste suma matricelor 4 51 B.

Se verifica urméatoarele proprietiti:

) 4+ B+ C=4+ B+ 0, VA B.Ce A (K)

b) Existi0 € .#  (R)aiO0+A=4+0=4 VA€ . (R)
() este numita marricea nula.

¢) Oricare arfid€.# (R),A-Ae.H (Raid+-A=-A+4=0.
—4 este numita opusa matricei 4.

d) Oricare ar fi 4, B € .#__ (R). B+ 4 = A + B, adunarea matricelor este
comiiarive.

Dacid=(a u} E.# (R)y,reRatuncir-4= {i'a_l_l.}mm . Severifici proprietatile:

WER
1=1<n

a)r{d+RBy=rd + rh; €) r (s4) = (r)d;
b) (r+ 504 = rd + 54, )l A=A VYrreRVABcM U,

+  Intre anumite matrice se poate defini si o inmultire.
Daci 4 = (@;) E- € . (R),B= {i:!r}} € M o (R). atunci putem defini matricea

=R

S u#’mPER], unde ¢, = ;av : bﬂr‘ l1<i=m 1=<k<p.

Proprietatile inmultirii

a) U-B).C=A-B - O VAe . _(R,Bec M, ,R), CE A (R)
(asociativitatea inmultirii).

b) 4-B+C)=A-B+4-CVAe A (R),BCe.M (R

¢) U+B).C=4-C+B.C,VA,Be #,  (R),Ce M, (R)
(distributivitatea inmultirii fata de adunare).

d) Pentruoricare 4 €.# (R), 3] € . (R), ] = {E”.} a.id-I=I-4=4,

el

L ; .
= { - (existenta elementului neutru pentru matricele patrate).

0,

Remarca

Se pot inmulti doar matricele pentru care numarul de coloane ale primei matrice
coincide cu numarul liniilor ale celei de-a dova matrice. Daca m = n, matricea

(IH II'Tll II'TIJI
a11 a\'\ gt a'-” . L
A=1". . . x se numeste matrice patrata sl multimea acestora
'/ ST |
nl n2 nn

se noteazd cu . (R).

*»  Sedisting submulfimile: .4 (Z) C A (0) C .4 () C A (7).
+  Sistemul ordonat (a4, ...,a, )€ R" este diagonala principald, iar sistemul
ordonat (@, d .. a ) € R" este diagonala secundara a matricel A.

21t
all
o = - {EI . w
* Dacin=1, atuncimatricead=| . |E u!i'.'m i l{R}I se numeste matrice coloand.
5%“
pe care o putem identifica cu un vector de lungime m (ca in informatici).
« Dacim=l.atuncimatriceaB=(b, b, - b )e A, (R)senumeste ma-

trice linie, pe care o putem identifica cu un vector de lungime » (ca In
informatica).
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H” alz o l'qllr:
. . all a:z i n -
*  Transpusa matricel 4 = : € - __ (R) este matricea
a. a. - a
ml mi i
ﬂ“ a:l aml
a, a, - a
12 12 b3
A=l ek, | (R).
uln H.ER iﬂlmlr
Proprietati

Pentru¥ 4, B € .# (R), V a € K au loc:

+ (A+Br=A+B5(wdry=a-4% (4-B)F=p5".4"

* O matrice pitratd 4 = (@) €l (R) este simetricd daca a,=a, Vi jel, n},
adica 4 =4"

= 0 matric_e pitratd A = (@, € AL (R) este aniisimefrica daci H =
Vi,jEel, nt, adicad=— 4"

= Dacid= (a;) € A (R), numirul gn]:a” = TiM4) se numeste urma matricei .4

u’!

(trace = ,urma” in franceza si engleza).
Daca 4. B € .# (R), a € R, atunci au loc afirmatiile:
a) T4+ B)=TH4d) + THB);
by Trload)=alrd);
c) Tr4B)=Tr(BA);
d) Trd)= Ti{4).

Remarca
Pentru matricea 4 = (a,),.., ¢ ma1 utilizeaza notatule 4 = [a,1,.,, sau
1%i=n l==n

A= 19yl 1z
Ly

Calculul puterilor
* Pentrud € .« (R),n €N, n=>2, definim 4" = A" - A.
* Dacad Be uﬂ; (Ryai4-8=R8- A4, atunci au loc:
a) Ykjel" A*-B'=F - 4%
By ¥ e NG H R =0t JLACER LR AR R 4 R O Bl
+ E':B“. (binomul lui Newrton)
+ Fie K una dintre multimile {J, B sau (}. Matricele vor fi considerate cu
elemente in K.

120

. .o (1 -5 6y . (-1 -5 6 "
SECﬂnSlderﬂnlatllCEIE.-l—(ﬂ 3 IU)‘B_(ED 13 “D)ng’f”{ﬁ}.
Calculati: A + B, 5 - A, A — B. Putem defini produsul 4 - B?
Calculats;
3 2% {3 4} 2 -1} "
» (2 —4)'(2 5) 9 (3 ) ne
a b a p (cosr‘ —sim‘)'" -
b) (c a’) (',-f i‘-) e sinf  cost i
2 3 9 —6), iy 5 ﬂ)” n e’ a,b € E date.
aify 21 <3 ) (5 ) e
48\ (<08 BN (T 3 o (1 I s
: 5 : , neN’;
By ols =pals I P o 1)
1 -2y} b 1y’ " hen
o (1 2); W() ;). neN, beRdat
4 -1y
0 (5 5

bk B iy .
Calculafi (l , utilizand egalitatea

35 —_162)
Gs 12)=(G 7)) (s 2)

Se considerd matricea 4 = G i) € . (R). Determinati toate matricele

X € .4 (R) pentru care 4 - X=X - 4 (matricele ce comuta cu matricea 4).
Se considerd matricea B = (; :g) € - (R). Determinati toate matricele
X € M(R)pentrucare B- X=X B.

Calculati:

1 3.2 2
a3 4 1]-{1 2 5}
2 =9 3 1 3 2
3 8 —4 2 2 3
6 9 5]-l4 -1 3}
4 7 -3 < S B
ik 2 =l 70 34 -107 2T =18 10
)l =2 =1 2 k= 52 2o =68 J=| 46 31 =17z
s 101 30 —-140 3 2 1

a 0 0
{0 b 0),nel, abceck date.
00 ¢
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10.

11.

12.

13.

14,
15.
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43 -3y°
Calculapn{ 2 3 -2 | utilizand egalitatea:

4 4 -3
4 3 -3 1 3 1 1 0 0 0 2 =1
2 3 =2 =12 21 .40 20 1 1 =1 kK
4 4 -3 3 4 2 0 0 1 -2 -5 4
2
Fied=(1 -1 4),B=| 3] Calculati 4B, BA, (4B)?, (BA)* (daca existi).
-1

Sunt adevarate egalitatile: (48)° = 4% - B*, (B4)»* = B> - 477

a) Se considerd polinomul fX) = X* — 2X + [ 5i matricea B = {_21 :D
Calculati f1B), f(B + I). '

3
B) B . (ft - ;) s (-,) Calculati: AB, BA (dacé
- T

existd).

R | 1 2 3
Se considerd matricele 4 = (—1 4), B= ( 0 2). C= (3 l),
Calculati, daci exista: 0 1 9 -3 1 -1
a) A-B+3C,-24+B+2C,
b) 4-B,C"-4,B- A
g ; 3x+4 3
a) Determinati x, y, z € T pentru care matricele 4 = (1_; S — 1J~
B= (; 5 :'124) sunt egale.

b) Determinati x, v, z € & pentru care sunt egale matricele

“Se+17 3\ L. (22 y
‘"’_(.r“rx -1)513_(3 23*-134)'

1 r{') P .
, k€ M. Calculat :
€ ﬂcuﬂ‘lg‘]r—.fk

Se considerd matricele 4, = ( ; :
k i

Determinati cardinalul urmatoarelor mulfimi: 4 = ., ,(1—1, 1});
Be #({-1,0,1}) Ce {A ({0,2,4})| A= (a,). a, +a,=2}.

1 -2
1 3
a) Daca pentru matricele 4 si B exista 4B, B4 51 AB = BA, atunci 4 s1 B sunt

Fie d = (_ ) € -4¢,(2). Determinafi matricele X € .4((D) ai 4 - X=X A

matrice pitrate de acelasi tip.
b) Riamane concluzia adevarata daca renuntam la conditia 3 din ipoteza?

16.

17.

18.

19.

20.

21,

22.

23,

26,

Se considerd matricele 4 = (i 3) B= (S, j,,) € A(C).
a) Calculati Ti{4B), THBA), TR(AB — BA). Deduceti ¢i nu are loc egalitatea
AB-BA=1,

b) Daci 4.8 i # (), atunci egalitatea A5 — B4 =] este imposibila.

Determinati toate matricele X' € .4/,(7) pentru care:
a) X:=0; by X*=1; c) X=X

Pentru n € 11" se definesc §(F) = {4 € .4 (F)| A'= 4},
AR = {4 € MR 4"=-4}.

a) Descrieti multimile pentru n € {2,3,4}.

Aratat ci:

b) VA, BESEL,VaeR=24+BeSER), ai SR
) VABEAR), Yo ER>A+BEAR), 0d EAR);
d) SR N AR ={0,);

e) YCe MR FA4eSER),Be4(Rral C=4+B.

0 3 4
Fied={0 0 3)e.#®.
00 0

a) Aritati ca exista k € 1" pentru care 4= 0
by Calculati (I, + 4)", n € 1"

3

S (|
Determinati 4", # € I" pentru matricea 4 = (ﬂ 1 1), a € T, apoi demon-
strati prin inductie matematicd afirmatia. 0 0 1

0 0 3
a) X*=A4, X € MR

1 0 0O
Fie d = (EI 2 D). n € I, n = 2. Rezolvati ecuatiile:

b) ¥"=4, Y € M(C).

| )
Fie A = (— 1 1 =1 ) € A (D). Calculati 4", n € 1",
=1 =1 |

Fie A € .4 (7). Aratati ca:

a) dacd 4 este idempotentd, atunci 2.4 — [ este involutiva;

b) daca 4 este involutiva, atunci %Lal — D) este idempotenta.

(A este idempotenta daca A° = 4; A este involutivd daca A*=1.)
. . fa b

Fled = (c d

a) A*—la+dd + (ad— bc),=0,;

b) pentru oricare n € I'” exista .y, ECaLA"=x 4+ _}'nfi.

) € (T); atunci:
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